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Abstract

Toute repŕesentation du groupe fondamental de la sphère priv́ee de n points peut-ellêetre ŕealiśee comme représentation de
monodromie d’un système diff́erentielà p̂oles simples?

1 Définitions préliminaires

1.1 Repŕesentations d’un groupe

Définition 1 Étant donńes un groupe G et unC-espace vectoriel V , on appelle représentation de G un morphisme de groupes
ρ : G→ GL(V).

Cela revient̀a se donner une action linéaire deG surV, ou encorèa “voir” G comme un sous-groupe deGL(n,C), d’où le terme
repŕesentation.

Définition 2 On appelle repŕesentation irŕeductible de G une représentation V de G qui n’admet pas de sous-espace strict
stable sous l’action de G.

1.2 Groupe fondamental de la sph̀ere privée de n points

Définition 3 Soit X un espace topologique, et x0 ∈X on dit que deux lacetsγ0,γ1 : [0,1]→X d’extŕemit́e x0 (γi(0) = γi(1) = x0)
sont homotopes si il existe H: [0,1]× [0,1]→X continue telle que H(0, .) = γ0, H(1, .) = γ1 et H(t,0) = H(t,1) = x0,∀t ∈ [0,1]

Définition 4 On appelle groupe fondamental de l’espace pointé (X,x0) le quotient de l’ensemble des lacets d’extrémit́e x0 par
la relation d’homotopie. On le noteπ1(X,x0) et on montre que c’est un groupe pour la relation de concaténation des lacets. Si
X est connexe par arc, on peut négliger le point x0.(voir cours de topologie alǵebrique de monsieur Vogel)

Définition 5 On dit que X est simplement connexe si son groupe fondamental est trivial c’està dire si tout lacet est homotope
à un point.

Proposition 1 Le groupe fondamentale de la sphère S2 privée de n points est le groupe libreà n élémentsγ1, . . . ,γn quotient́e
par la relationγ1∗ · · · ∗ γn = 1.

Remarque 1 La donńee d’une repŕesentation du groupe fondamental de la sphère priv́ee de n points estéquivalentèa celle de
n matrices M1, . . . ,Mn de GLn(C) telles que M1. . . . .Mn = In.
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2 Monodromie d’un syst̀eme différentiel

2.1 Un exemple pour comprendre

On se donne l’́equation diff́erentielle

Y′(z) =
1√
2
(

1
z−1

− 1
z+1

)Y(z)

Une solution esty(z) = ( z−1
z+1)

1√
2 sur tout domaine simplement connexe deS2\{−1,1} (en effet il n’y a pas de p̂ole à l’infini)

où l’on a une d́etermination dez� z
1√
2 . Nous obtenons donc une fonction multiforme surS2\{−1,1}.

Maintenant, consid́erons le lacet:γ(t) = 1+e2iπt : En chaque point de ce lacet, il existe une solution locale (par exemple, ici
une śerie entìere de rayon 1). On prolonge continûment de proche en proche la solution en suivantγ. L’argument dey◦γ(z) vaut:

1√
2
(Arg(e2iπt)−Arg(e2iπ +2)) qui passe de2π√

2
à 4π√

2
lorsque t varie de 0̀a 1. La solution locale de notréequation diff́erentielle

est donc multiplíee pare
2iπ√

2 lorsqu’on a suivi le lacetγ. Cette multiplication par une constante devient une multiplication par
une matrice inversible associéeàγ dans le cas d’un système diff́erentiel, on a donc une représentation deπ1 assocíee au syst̀eme
diff érentiel.

Remarque 2 Notre fonction est en fait d́efinie naturellement sur le revêtement universel de S2\{−1,1}, c’est ce qu’on nomme
fonction multiforme.

2.2 Une pŕesentation plus ǵenérale

Consid́erons le syst̀eme diff́erentiel ḿeromorphe
Y′(z) = A(z).Y(z) (2.1)

où Y est un vecteur de dimension q et A une matrice (q,q) méromophe surS2.

2.2.1 Syst̀emes diff́erentiels holomorphes

Théorème 1 Cauchy-Lipschitz holomorphe:Soit Y0 ∈ Cq, si A est holomorphe en z0, alors il existe une unique solution
holomorphe locale y du système (1) avec y(z0) = Y0. De plus, cette solution peutêtre d́efinie sur le disque maximal sur lequel
A est holomorphe.

Preuve On cherche une solution sous forme de série formelle en d́eveloppant en śerie entìere A au voisinage dez0 et en
cherchant une relation de récurrence sur les coefficients de la série formelle,puis on montre qu’elle a un rayon de convergence
non nul gr̂aceà la ḿethode des śeries majorantes.

Proposition 2 Soit γ : [0,1] → S2 un chemin ne passant pas par un pôle de A, alors il existe une fonction continue unique y
sur [0,1] telle que pour tout t0 ∈ [0,1], il existe un voisinage deγ(t0), et une solution de (1) Yt0 dans ce voisinage telle que
y(t) = Yt0(γ(t)) si γ(t) appartient au voisinage avec y(0) = Y0. C’est ce qu’on appellera la solution le long de la courbeγ.

Preuve Soit Ω un voisinage ouvert deγ([0,1]) sur lequel A est holomorphe. Soitδ < d(γ,∂Ω). γ est uniforḿement continue:∃ε >
0, |t − t ′| < ε =⇒ |γ(t)− γ(t ′)| < δ/3 Soientt0 < · · · < tn une subdivision de [0,1] de pas inférieurà ε. Soit Di le disque de
centreγ(ti) et de rayonδ. SoitY0 une solution de (1) dansD0 avec pour condition initialeY0, soitY1 une solution de (1) dans
D1 telle queY1(t1) = Y0(t0) (en effett1 ∈ D0) . . . soitYn une solution de (1) dansDn,telle queYn(tn) = Yn−1(tn). On pose alors
y(t) = Yi(γ(t)) où γ(t) ∈ Di .C’est une solution le long de la courbe, par connexité elle est unique.

Propri été 1 Soient deux lacets homotopesγ1 et γ2 sur un ouvert òu A est holomorphe, et soient f1 et f2 les deux solutions
le long des deux courbes correspondantes de même condition intiale ( f1(0) = f2(0)) alors f1(1) = f2(1): elles ont la m̂eme
condition finale.

Preuve On montre ceci de m̂eme que la formule de Cauchy homotopique: sur deux chemins homotopes les intégrales d’une
même fonction holomorphe le long de ces chemins sontégales.



2.2.2 Monodromie du syst̀eme différentiel

Par ce que l’on a vu préćedemment, si on notez0 un point de l’ouvertΩ sur lequel A est holomorphe (typiquement l’∞ si on
suppose A holomorphèa l’infini), alors pour tout lacetγ bouclant sur ce point, et pour toute condition initialeY0, nous pouvons
définir une solution le long de la courbe et associerà la condition initialeγ(0) = Y0 la condition finaleγ(1) que l’on noteraY0.γ
ouY0.[γ] puisque ne d́ependant pas de la classe d’homotopie deγ. De plus il est clair que ceci respecte la loi de composition
des lacets:Y0.(γ∗σ) = (Y0.γ).σ et que si on note 1 le lacet constant:Y0.1 = Y0. On obtient donc une action (à droite) du groupe
fondamental deΩ surCq.

Définition 6 On nommera cette action qui fourni une représentationρ : π1(Ω,z0)→ GLq(C) la représentation de monodromie
du syst̀eme diff́erentiel.

3 Le problème inverse

On a vu que de tout système diff́erentiel ḿeromorphèa n p̂oles, on pouvait d́eduire une représentation du groupe fondamental
de la sph̀ere priv́ee de n points. Cependant peut-on de toute représentation trouver un système diff́erentiel du type pŕećedent
dont la repŕesentation de monodromie corresponde?

Nous verrons que la réponse est positive si on se permet des pôles quelconques mais négative si on utilise seulement des
pôles simples.

3.1 Petit historique du problème

Le probl̀emeénonće dans le ŕesuḿe commencèa apparâıtre au d́ebut du vingtìeme sìecle, on le nomme souvent problème de
Riemann ou problème de Hilbert alors qu’il ne provient certainement d’aucun des deux. Il fut considéŕe longtemps comme
résolu par les d́emonstrations de Plemelj et Birkhoff (en 1913). Cependant,il y a une dizaine d’année elles furent remise en
question et ŕecemment le math́ematicien russe A. Bolibruch a misà nu une śerie de contre-exemples dont nous présenterons le
plus simple.

Nous verrons en fait de ceux-ci sont très fins car le ŕesultat est presque toujours vrai.

3.2 L’étude locale

3.2.1 Rev̂etement universel

Définition 7 Rev̂etement Soit X,Y deux espaces topologiques. Un revêtement est une application continue de X dans Y telle
que pour tout y de Y, il existe un voisinage V de y dans Y vérifiant: ∃α : f−1(V) → F(où F est un ensemble discret) avec{

f−1(V) → V×F
x � ( f (x),α) qui est un hoḿeomorphisme.

Proposition 3 Rev̂etement universel Soit Y un espace topologique localement simplement connexe (cette hypothèse est toujours
vérifiée dans le cas des variét́es qui nous int́eresse), il existe un espace topologique simplement connexe X tel qu’on puisse
définir un rev̂etement de X dans Y (dit universel). On dira parfois par abus de langage que X est un revêtement universel de Y.

Remarque 3 Un rev̂etement universel d’une variét́e est une varíet́e.

Exemple 1 Le rev̂etement universel du cercle de centre 0 et de rayon 1 dansC est par exemple une hélice infinie dans l’espace
au dessus du cercle avec la projection naturelle sur le cercle.

Remarque 4 1. On a une d́etermination du log sur̃C∗

2. Les solutions de notre système sont dites multiformes, c’està dire que ce sont des solutions sur̃S2Σ

3.2.2 Singularit́es ŕegulières

Soit D un disque ouvert de centre 0 dansC et D∗ = D\{0}, et π : D̃∗ � D∗ un rev̂etement universel deD∗. On choisit un
logarithme sur̃D∗, et on posezM := eM.log(z).

Définition 8 Soit f une fonction holomorphe sur̃D∗, On dira qu’elle està croissance polyn̂omiale s’il existe un ŕeel r qui
vérifie:

lim
z→0

z−r f (s(z))) = 0

pour toute section locale s deπ. Le plus grand entierν tel que cela ait lieu pour tout r< ν s’appelle l’ordre de f en źero, on le
noteν(f)



Exemple 2 La fonction multiforme zλ(log(z))k està croissance polyn̂omiale d’ordrebRe(λ)c.

Définition 9 On suppose que dans (1) A est holomorphe dans D∗. On dira alors que (1) a une singularité régulìere en źero si
toutes ses solutions ont une croissance polynômiale.

Proposition 4 Un pôle simple de A(z) est une singularité régulìere: Preuve |‖Y‖′|= |<Y′,Y>
‖Y‖ |6 ‖Y′‖6 ‖A(z).Y(z)‖.

De plus A(z)=A0
z +B(z), avec B(z) holomorphe en zéro, donc majoŕee en norme par un réel m pour tout z dans une boule

B(0,η) avecη suffisamment petit. Si de plus on note a0 = ‖A0‖, on a alors:

pour|z|< η : |‖Y(z)‖′|6 (
a0

|z|
+m).‖Y(z)‖

Nous int́egrons cette ińegalit́e : ‖Y(z)‖6 ‖Y‖ini .|z|−a0em|z| donc 0 est d’ordre au moins−a0.

Remarque 5 Un pôle d’ordre arbitrairement grand peut̂etre une singularit́e régulìere.

3.2.3 Retour au syst̀eme différentiel

Choisissons une base S de l’espace des solutions de (1), nous notons Y(z) la matrice fondamentale des solutions, et M la
matrice de monodromie autour de notre pôle. Soit L l’unique matrice carrée (q,q) de valeurs propresλ (0 6 λ < 1) telle que
e2iπL=M. CommeY(z)z−L est invariante par la monodromie (en effet elle devient(Y(z)M).(e2iπz)−L = Y(z).MM−1.z−L), on
peut en d́eduire une application holomorphe deD∗ dansMq(C) (elle està priori multiforme surD∗, mais en fait, comme elle
est invariante par monodromie, elle a une unique détermination). Remarquons que (1) admet une singularité ŕegulìere en 0 si et
seulement si Y(z).z−L est ḿeromorphe en źero (en effetz−L està croissance polyn̂omiale).

Proposition 5 Lorsque (1) admet une singularité régulìere en 0, ses solutions sont des sommes de fonctions vectorielles du
type zλ(log(z))kφ(z) où λ ∈ C , k∈ N et φ est holomorphe dans D

Preuve Y(z)z−L est ḿeromorphe en 0. nous pouvons doncécrire chacune de ses colonnes sous la formeφ(z)
zm . La multiplication

parzL donne la forme ǵeńerale.

Supposons que (1) admette une singularité ŕegulìere en 0, posonsFν(S):={y∈ S/ν(y) 6 ν}, c’est un espace vectoriel. Soit
ν1 > · · ·> νq la suite des ordres des solutions de (1), c’està dire les entiersν tels queFν 6= Fν+1, réṕet́es avec mutiplicit́e dim(
Fν/Fν+1) ety1, . . . ,yq une base de S telle queνi = ν(yi) en źero.

Remarque 6 Nous voyons que pour tout autre base(u1, . . . ,uq) dont les ordres sont croissants :ν(ui) 6 νi

Proposition 6 Fν est invariante par la monodromie M.

Preuve Ceci est clair vu la forme des solutions car l’ordre dezλ(log(z))kφ(z) estbRe(λ)c et ne change pas par monodromie.

Proposition 7 La matrice de monodromie M est donc triangulaire supérieure dans une base du type préćedent; cette base qui
est dite adapt́eeà S en źero

Preuve LesFν forment un drapeau, donc on peut trigonaliser en respectant l’ordre desνi .

Proposition 8 Dans une base adaptée, Y(z)=V(z)zLzN avec V(z) holomorphe et N=diag(ν1, . . . ,νq).

Preuve Y(z)z−L est ḿeromorphe, en multipliant parz−N, la singularit́e disparâıt.



3.3 Caract́erisation d’un pôle simple

Théorème 2 Supposons que (1) ait une singularité régulìere en 0. Soit(y1, . . . ,yq)=Y(z) une base adaptée de S. A a un
pôle simple en 0 si et seulement si Y(z)= V(z)zNzL où V est holomorphe et inversible dans D. On rappelle que e2iπL = M et
N=diag(ν1, . . . ,νq).

Preuve Si Y(z)=V(z)zNzL, on aA(z) = Y′(z).Y(z)−1 = V ′(z).V(z)−1 + 1
zV(z).(N+zNLz−N).V(z)−1. Comme L est triangulaire

suṕerieure,zNLz−N est holomorphe (on a en effet que des termes du typezνi−ν j aveci 6 j doncνi > ν j ); A(z) a donc un p̂ole
simple en 0. Nous admettrons la réciproque.

Corollaire 1 Soit A0 la matrice des ŕesidus de A(z) en 0. Le nombre Tr(A0−N− L) est un entier positif; il est nul si et
seulement si A(z) a au plus un pôle simpleà l’origine.

Preuve Soit Y(z)=V(z)zNzL, une matrice fondamentale de solutions correspondantà une base adaptée de S.

d
dz

logdetY(z) =
d
dz

logdetV(z)+
TrN

z
+

TrL
z

Nous remarquons aussi en testant sur les matrices diagonales, puis par un raisonnement de densité que:

d
dz

logdetY(z) = Tr(Y′(z)Y(z)−1) = TrA(z)

l’examen du coefficient de1z donneTr(A0−N−L) = ν(detV(z)).

4 Un contre-exemple dans le cas des pôles simples

4.1 La difficult é pour en trouver

4.1.1 Si on reste proche de l’identit́e

Cette d́emonstration est due au mathématicien russe I. Lappo-Danilevskiĭ en 1928. Il d́ecrit les solutions du système (1)
explicitement gr̂aceà des śeries polylogarithmiques.

Si on suppose A ḿeromorphèa n p̂oles simples et holomorpheà l’infini, le syst̀eme s’́ecrit plus simplement:

A(z) = ∑
α∈Σ

Aα

z−α
(4.2)

où Σ est l’ensemble des n pôles de A et∑α∈Σ Aα = 0.
On noteŨ le rev̂etement universel deS2\Σ , eto son point base. SoitΣ∗ l’ensemble des suites finies d’éléments deΣ. On

définit alors par ŕecurrence les fonctionsLσ surŨ , pourσ ∈ Σ∗, par:

1. Lσ:= 1 siσ est vide,

2. Siσ = σ′.α, on poseLσ(z) =
∫ z

o
Lσ′ (u)
u−α du.

Pourσ = (α1, . . . ,αp), on poseAσ := Aσp . . .Aσ1. Alors

Proposition 9
Y(z) = ∑

σ∈Σ∗
Lσ(z)Aσ

est une matrice fondamentale de solutions de (1).

Preuve

1. On montre d’abord la convergence de la série:

∃ M ∈ IR tel que∀α ∈ Σ,‖Aα‖6 M; on a

‖Y(z)‖6 ∑
σ∈S(Σ)

|Lσ(z)|M|σ| 6 ∑
k∈N

( ∑
|σ|=k

Lσ(z))Mk

Or nous avons par récurrence :∀z/|z|6 min|α|; |Lσ(z)|6 1:

|Lσ(z)|6 1
|αp|

∫ z

0

du

1− |u|
|αp|

6 |log(1− |z|
|αp|

)|6 |z|
|αp|

6 1



2. Elle v́erifie la relationY′(z) = A(z)Y(z),

3. Y(o) = Iq.

On a donc pourα∈Σ, la matrice de monodromieMα estégalèaY(oα) où oα est le transforḿe dans̃U deo parγα ∈ π1(S2\Σ)
qui est un tour autour deα.

Lorsqueσ = (α), on aLσ(oβ) = Lσ(o) = O pourβ 6= α, etLσ(oα) = 2πi. D’où

Mα = Iq +2πiAα + ∑
Card(σ)>1

Lσ(oα)Aα

On en d́eduit que l’applicationAα � Mα est analytique, et que son application tangenteà l’origine est inversible. Le th́eor̀eme
d’inversion locale nous permet donc de conclure:

Théorème 3 Les matrices Mα sont les matrices de monodromie d’un systèmeà n p̂oles simples si elles sont suffisamment
proches de l’identit́e.

4.1.2 Si l’une des matrices est diagonalisable

C’est en fait la d́emonstration de Birkhoff que nous n’étudierons pas, mais nous retiendrons le fait que:

Théorème 4 Dès que une des matrices Mα est diagonalisable, alors le problème admet une solution, c’està dire que il existe
A avec n p̂oles simples telle que les Mα soient les matrices de monodromie associées.

4.1.3 Si la repŕesentation est irŕeductible

Récemment, Kostov et indépendamment Bolibruch ont démontŕe:

Théorème 5 Toute repŕesentation irŕeductible deπ1(S2\Σ) est la repŕesentation de monodromie d’un systèmeà pôles simples.

On d́eduit de cela que presque toutes les représentations sont la représentation de monodromie d’un systèmeà p̂oles simples.
En effet, il y a beaucoup de représentation irŕeductible. Plus pŕeciśement, on a:

Proposition 10 L’ensemble des représentations irŕeductibles contient un ouvert dense de l’ensemble des représentations dont
le compĺementaire est de mesure nulle dés que l’on a n= Card(Σ) > 2.

4.2 Le contre-exemple

4.2.1 Rappel des notations

Le syst̀emeétudíe està singularit́es ŕegulìeres :
y′(z) = A(z)y(z)

où A : z 7→ A(z) est ḿeromorphe surS2, et à p̂oles dans l’ensembleΣ. Pourα ∈ σ, nous noteronsν1
α > · · · > νn

α la suite des
ordres enα; Nα est la matricediag(ν1

α, . . . ,νn
α). Après avoir choisi une base deS(l’espace vectoriel des solutions), nous notons

Mα, la matrice de monodromie enα etLα, la matrice L correspondante que nous avions vu dans l’étude locale.

4.2.2 Un th́eorème

Théorème 6 Soitρ : π1(S2\Σ)→ Glq(C) une repŕesentation satisfaisant les hypothèses suivantes :

1. ρ n’est pas irŕeductible

2. Chacune des matrices Mα a une seule valeur propre µα et un seul bloc de Jordan

3. ∏α∈Σ µα 6= 1

Alors ρ n’est pas isomorphèa la repŕesentation de monodromie d’un système diff́erentielà pôles simples

Pour cela on utilise le corollaire de l’étude locale pour obtenir:

Lemme 1 On a∑α∈Σ Tr(Nα +Lα) 6 0; avec le cas d’́egalit́e si et seulement si tous les pôles de A(z) sont simples.

Preuve On utilise le fait que∑α∈Σ Aα = 0 et on somme le résultat du corollairéetabli dans l’́etude locale.



On peut donc donner la démonstration du th́eor̀eme:Preuve On suppose par l’absurde queρ s’identifieà la repŕesentation
de monodromie d’un système diff́erentielà p̂oles n simples du type (1). Soit S l’espace des solutions etS un sous-espace non
trivial de S invariant parρ, et p sa dimension (en effetρ n’est pas irŕeductible par hypoth̀ese).

Si on choisit une base de S où les p premiers vecteurs forment une base deS, alors les matricesMα s’écrivent:

Mα =
(

Mα ∗
0 ∗

)
La matrice fondamentale de solutions correspondante s’écrit sous la forme:

Y(z) =
(

Y(z) ∗
U(z) ∗

)

La matrice

(
Y(z)
U(z)

)
étant de rang p car Y est inversible admet p lignes linéairement ind́ependantes; en multipliantY(z) à

gauche par une matrice de permutation, on peut supposer quedetY(z) n’est pas identiquement nulle. La matriceY
′(z)Y(z)−1

est ḿeromorphe sur le revêtement universel deS2\Σ, invariante par monodromie, età croissance polyn̂omiale aux points de
Σ; elle provient donc d’une matriceA(z) méromorphe surS2. Y(z) est donc la matrice fondamentale de solutions du système
diff érentiel

y′(z) = A(z)y(z). (4.3)

Ce syst̀eme est̀a singularit́es ŕegulìeres qui proviennent des points deΣ et deΣ’, l’ensemble des źeros de detY(z). Cepen-
dant, aux points deΣ′, les solutions sont holomorphes carY(z) l’est. La monodromie est donc triviale, et les ordres sont positifs
en ces points.

Soitα ∈ Σ, la monodromie enα du syst̀eme (3) et donńee par la matriceMα, d’apr̀es la forme deMα. Comparons les ordres
de (3) enα à ceux de (1); soit(y1, . . . ,yn), une base adaptée de S enα. Le sous-espace engendré pas(y1, . . . ,yp) estS. En effet,
commeMα a un unique bloc de Jordan,Sest son unique sous-espace de dimensionp stable. Or par d́efinition de base adaptée,
Mα y est trigonale. On obtient donc une base de solutions(y1, . . . ,yp) de (3) en supprimant les n-p dernières coordonńees des

vecteursy1, . . . ,yp. Remarquons enfin queνα((y)i) > να(yi) = νi
al pha, ainsi les ordres de (3) enα vérifient (comme on l’avait

not́e dans l’́etude locale):
p

∑
i=1

νi
α >

p

∑
i=1

να(yi) >
p

∑
i=1

νi
α

Comme la matriceMα a une unique valeur propreµα, Lα a une unique valeur propreλ = logµα
2πi (avec 06 ℜ(λα) < 1). Le

lemme nous fournit donc la série d’inégalit́es suivante :

0 > ∑
α∈Σ

(
p

∑
i=1

νi
α + pλα)+ ∑

16i6n,β∈Σ′
νi

β > ∑
α∈Σ

(
p

∑
i=1

νi
α + pλα) >

p
n ∑

α∈Σ
(

p

∑
i=1

νi
α +nλα) = 0

La dernìere ińegalit́e exprime que la moyenne des(ν1
α, . . . ,νp

α) est suṕerieureà celle des(ν1
α, . . . ,νn

α) (on aν1
α > · · · > νn

α)
On d́eduit alors queν1

α = · · ·= νn
α, pour toutα ∈ Σ, et∑α∈Σ(ν1

α +λα) = 0. En prenant l’exponentielle, il vient∏α∈Σ µα = 1, ce
qui contredit la dernìere hypoth̀ese.

Exemple 3 Les hypoth̀eses du th́eor̀eme imposent : n> 4
Les trois matrices suivantes conviennent :

Mα =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

Mβ =


3 1 1 −1
−4 −1 1 2
0 0 3 1
0 0 −4 −1

Mγ =


−1 0 2 −1
4 −1 0 1
0 0 −1 0
0 0 4 −1


En effetMαMβMγ=I.On voit trivialement que ces matrices n’ont qu’une seule valeur propre (1;1 et -1) ; elles n’ont qu’un

seul bloc de Jordan. Ainsi, la représentation deπ1(S2\{a,b,c}) définie par ces trois matrices ne peutêtre ŕealiśee comme
repŕesentation de monodromie d’un système diff́erentiel a p̂oles simples.



5 Conclusion

Le ”théor̀eme” de Birkhoff reste vrai dans le cas géńerique (presque toute représentation est irréductible et toute matrice,
diagonalisable surC). C’est de l̀a que provient la difficult́e à trouver un contre-exemple. On notera tout de même qu’un
théor̀eme avec des contre-exemples est resté vrai pendant près de 80 ans. Ceci illustrèa quel point les math́ematiques sont un
art difficile, même les meilleurs peuvent se tromper, et une erreur peut mettre très longtemps̀a être corriǵee.
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[3] Henri CARTAN ; ThéorieÉlémentaire des fonctions analytiques d’une ou de plusieurs variables complexes; Herman, 1977

[4] Claude GODBILLON ; Groupe fondamental et Revêtements, 1969
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