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Abstract

Toute repésentation du groupe fondamental de lassptprivee de n points peut-elkre ealisse comme reg@sentation de
monodromie d'un sysime diférentiela pdles simples?

1 Deéfinitions préliminaires
1.1 Représentations d’'un groupe

Définition 1 Etant donies un groupe G et uBi-espace vectoriel VV, on appelle ré&sentation de G un morphisme de groupes
p:G— GL(V).

Cela revient se donner une action éaire deG surV, ou encore “voir” G comme un sous-groupe @& (n,C), d’'ou le terme
repesentation.

Définition 2 On appelle repesentation ireéductible de G une repsentation V de G qui n'admet pas de sous-espace strict

stable sous I'action de G.

1.2 Groupe fondamental de la spkre privée de n points

Définition 3 Soit X un espace topologique, gtxX on dit que deux lacetg, ys : [0,1] — X d’extremi X (vi(0) = yi(1) = Xo)
sont homotopes si il existe HO, 1] x [0, 1] — X continue telle que kKD,.) = yo, H(1,.) = y1 et H(t,0) = H(t,1) = Xo, Vt € [0, 1]

Définition 4 On appelle groupe fondamental de I'espace i}, Xp) le quotient de I'ensemble des lacets d'éxtie X, par
la relation d’homotopie. On le nota (X, Xg) et on montre que c’est un groupe pour la relation de co@nation des lacets. Si
X est connexe par arc, on pelégliger le point x.(voir cours de topologie akprique de monsieur Vogel)

Définition 5 On dit que X est simplement connexe si son groupe fondamental est trivia cligstsi tout lacet est homotope
a un point.

Proposition 1 Le groupe fondamentale de la spb $ privée de n points est le groupe libéen élementsyy, . . ., yn quotiené
par la relationyy * - - - xy, = 1.
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Remarque 1 La donrée d’'une repesentation du groupe fondamental de laéghprivee de n points eétquivalente celle de
n matrices M, ...,My de GLy(C) telles que M.....M, = Ip.



2 Monodromie d’'un systeme difféerentiel

2.1 Un exemple pour comprendre

On se donne équation diferentielle
_ it
CV2'z—-1 z+1
1

Une solution esy(z) = (Z—%)ﬁ sur tout domaine simplement connexeSig{—1,1} (en effet il n’y a pas de e a l'infini)

Y'(2) Y (2)

1
ou I'on a une @termination de — zv2. Nous obtenons donc une fonction multiforme Stiv{—1,1}.
Maintenant, consigrons le lacety(t) = 1+€*™: En chaque point de ce lacet, il existe une solution locale (par exemple, ici
une €rie entére de rayon 1). On prolonge coritiment de proche en proche la solution en suiyahtargument deyoy(z) vaut:

%(Arg(ezmt) — Arg(e?™+2)) qui passe d% a % lorsque t varie de @ 1. La solution locale de notéguation diférentielle

est donc multipiee parevz lorsqu’on a suivi le lacey. Cette multiplication par une constante devient une multiplication par
une matrice inversible asséeay dans le cas d’un sy&sine difErentiel, on a donc une reggentation dey assodke au sysme
diff érentiel.

Remarque 2 Notre fonction est en faitéfinie naturellement sur le rétement universel d&'§{—1, 1}, c’est ce qu’on nomme
fonction multiforme.

2.2 Une presentation plus @nérale

Consicerons le sysime diferentiel neromorphe
Y'(2) =A(2).Y(2) (2.1)

ol Y est un vecteur de dimension g et A une matrice (g,g)amophe sug’.

2.2.1 Syskmes diferentiels holomorphes

Théoréme 1 Cauchy-Lipschitz holomorphe: Soit ¥ € CY, si A est holomorphe erp,zalors il existe une unigue solution
holomorphe locale y du syshe (1) avec (o) = Yo. De plus, cette solution peétre cEfinie sur le disque maximal sur lequel
A est holomorphe.

Preuve On cherche une solution sous forme deis formelle en @veloppant ené&rie entéere A au voisinage dey et en
cherchant une relation déaurrence sur les coefficients de &is formelle,puis on montre qu’elle a un rayon de convergence
non nul gacea la nethode deséries majorantes.

Proposition 2 Soity: [0,1] — S? un chemin ne passant pas par udl@de A, alors il existe une fonction continue unique y
sur [0,1] telle que pour toutd € [0,1], il existe un voisinage dgtg), et une solution de (1)Ydans ce voisinage telle que
y(t) = Yy, (Y(1)) siy(t) appartient au voisinage ave¢@) = Yo. C'est ce qu’on appellera la solution le long de la cousbe

Preuve Sit Q un voisinage ouvert dg |0, 1]) sur lequel A est holomorphe. Séik d(y,0Q). yest unifornément continuéte >
O,[t—t'| <e=>|y(t) —y(t')| < d/3 Soientty < --- < ty une subdivision de [0,1] de pas érfeurae. SoitD; le disque de
centrey(tj) et de rayord. SoitYy une solution de (1) darBy avec pour condition initial&p, soitY; une solution de (1) dans
D; telle queYi(t1) = Yo(to) (en effett; € Dg) ... soitY, une solution de (1) dar3,,telle queYy(tn) = Yn-1(tn). On pose alors
y(t) =Yi(y(t)) ot y(t) € D;.C’est une solution le long de la courbe, par conréeglte est unique.

Propri été 1 Soient deux lacets homotopgset y» sur un ouvert @ A est holomorphe, et soient ét f, les deux solutions
le long des deux courbes correspondantes @mmcondition intiale (f0) = f,(0)) alors f;(1) = f2(1): elles ont la néme
condition finale.

Preuve On montre ceci de @me que la formule de Cauchy homotopique: sur deux chemins homotope€tgsles d'une
méme fonction holomorphe le long de ces chemins &gates.



2.2.2 Monodromie du systme differentiel

Par ce que I'on a vu predemment, si on not® un point de I'ouverQ sur lequel A est holomorphe (typiquement I5i on
suppose A holomorphel'infini), alors pour tout lacey bouclant sur ce point, et pour toute condition initi#genous pouvons
définir une solution le long de la courbe et assoaita condition initialey(0) = Yo la condition finaley(1) que 'on notera.y

ou Yo.[y] puisque ne épendant pas de la classe d’homotopig.dBe plus il est clair que ceci respecte la loi de composition
des lacetsYy.(y+0) = (Yo.y).0 et que si on note 1 le lacet constavif:1 = Yp. On obtient donc une actioa @roite) du groupe
fondamental d& surC9.

Définition 6 On nommera cette action qui fourni une répentatiorp : T (Q,zy) — GLg(C) la représentation de monodromie
du syseme diférentiel.

3 Le probleme inverse

On a vu que de tout sy&ne diferentiel neromorphei n les, on pouvait éduire une refsentation du groupe fondamental
de la spkre privee de n points. Cependant peut-on de toutegsprtation trouver un syste diferentiel du type freedent
dont la repesentation de monodromie corresponde?

Nous verrons que le&éponse est positive si on se permet délep quelconques maiggative si on utilise seulement des
pdles simples.

3.1 Petit historique du probleme

Le probEmeénoné& dans le @suné commence appardre au ébut du vingteme sécle, on le nomme souvent prebhe de
Riemann ou prot@me de Hilbert alors qu'il ne provient certainement d’aucun des deux. |l fut caadimhgtemps comme
résolu par les @monstrations de Plemelj et Birkhoff (en 1913). Cependant,il y a une dizaineéd'alies furent remise en
guestion et&cemment le mafimaticien russe A. Bolibruch a mésnu une érie de contre-exemples dont nouggenterons le
plus simple.

Nous verrons en fait de ceux-ci sorgdrfins car le@sultat est presque toujours vrai.

3.2 L'etude locale
3.2.1 Rewetement universel

Définition 7 Reetement Soit X,Y deux espaces topologiques. Urtement est une application continue de X dans Y telle
que pour tout y de Y, il existe un voisinage V de y danérifiant: Ja : f~1(V) — F(ou F est un ensemble discret) avec
{ f1v) — VxF

X — (%)) qui est un hordomorphisme.

Proposition 3 Reetement universel Soit Y un espace topologique localement simplement connexe (ceéségsbthujours
verifiee dans le cas des vates qui nous iréresse), il existe un espace topologique simplement connexe X tel qu’on puisse
définir un re\etement de X dans Y (dit universel). On dira parfois par abus de langage que X esttamrent universel de Y.

Remarque 3 Un re\étement universel d’'une véite est une vaété.

Exemple 1 Le re\étement universel du cercle de centre O et de rayon 1 Gaerst par exemple unetlice infinie dans I'espace
au dessus du cercle avec la projection naturelle sur le cercle.

Remarque 4 1. On aune @termination du log sut*

2. Les solutions de notre sgste sont dites multiformes, c’éstlire que ce sont des solutions S5

3.2.2 Singularites regulieres

Soit D un disque ouvert de centre 0 dafi®t D* = D\{0}, etT: D* — D* un re\dtement universel dB*. On choisit un
logarithme suD*, et on pose := eM109(2),

Deéfinition 8 Soit f une fonction holomorphe s@r, On dira gu'elle esta croissance polygmiale s'il existe un &el r qui
verifie:

limz"f(s(z))) =0

z—0
pour toute section locale s de Le plus grand entiev tel que cela ait lieu pour tout & v s’appelle I'ordre de f en&o, on le
notev(f)



Exemple 2 La fonction multiforme’#1og(z))* esta croissance polydmiale d’ordre|9Re())].

Définition 9 On suppose que dans (1) A est holomorphe danddn dira alors que (1) a une singulagitréguliere en 2ro si
toutes ses solutions ont une croissance patyiale.

Proposition 4 Un pole simple de A(z) est une singulérieguliere: Preuve |||Y|'| = % <Y < JA2).Y (2]

De plus A(z)—‘Af + B(2), avec B(z) holomorphe em, donc majoge en norme par uréel m pour tout z dans une boule
B(0n) avecn suffisamment petit. Si de plus on noge=aj|Ao||, on a alors:

ag
pourizl <n: Y@ < (|;| +m).[[Y(2)]]

Nous inégrons cette iagalite : ||Y (2)|| < ||Y||ini-|2Z/~%€™? donc 0 est d’ordre au moinsay.

Remarque 5 Un pble d’ordre arbitrairement grand peutre une singularé réguliere.

3.2.3 Retour au systme differentiel

Choisissons une base S de I'espace des solutions de (1), nous notons Y(z) la matrice fondamentale des solutions, et M la
matrice de monodromie autour de not@e Soit L 'unique matrice caee (g,q) de valeurs propras(0 < A < 1) telle que

@™=M. CommeY(2)z " est invariante par la monodromie (en effet elle devighiz)M).(€?2) - = Y(z).MM~1.z'1), on

peut en éduire une application holomorphe B¢ dansMg(C) (elle esta priori multiforme suD*, mais en fait, comme elle

est invariante par monodromie, elle a une unigédnination). Remarquons que (1) admet une singéaleguliere en 0 si et
seulement si Y(zx - est neromorphe en&o (en effez " esta croissance polymiale).

Proposition 5 Lorsque (1) admet une singul&iréguliere en 0, ses solutions sont des sommes de fonctions vectorielles du
type 2 (log(z))*@(z) ol A € C, k€ N et@est holomorphe dans D

Preuve Y(z)z - est meromorphe en 0. nous pouvons d@ucire chacune de ses colonnes sous la fo%e La multiplication
parz- donne la forme grérale.

Supposons gue (1) admette une singdagguliere en 0, posons¥(S):={y € S/v(y) < v}, c’est un espace vectoriel. Soit
vl > ... >v9a suite des ordres des solutions de (1), cedire les entiers tels queF¥ # FV+1 répetes avec mutiplicé dim(
FV/FV*1) etys,...,yq une base de S telle que=v(y;) en £ro.

Remarque 6 Nous voyons gque pour tout autre base, .. .,Uqg) dont les ordres sont croissants/(u;) < Vi
Proposition 6 FVY est invariante par la monodromie M.

Preuve Ceci est clair vu la forme des solutions car I'ordreZiflog(z) )*@(z) est|9te())] et ne change pas par monodromie.

Proposition 7 La matrice de monodromie M est donc triangulaire 8rpure dans une base du typeepedent; cette base qui
est dite adagitea S en 2ro

Preuve LesF" forment un drapeau, donc on peut trigonaliser en respectant 'ordré.des

Proposition 8 Dans une base adag, Y(z)=V(z)z" avec V(z) holomorphe et N=diag,. .., Vq).

Preuve Y(z)z - est meromorphe, en multipliant parN, la singularié dispar.



3.3 Caracterisation d’'un pole simple

Théoreme 2 Supposons que (1) ait une singulariteguliére en 0. Soifyy,...,Yq)=Y(z) une base adape de S. A a un
pole simple en 0 si et seulement si Y(2)&)\NZ- ou V est holomorphe et inversible dans D. On rappelle (@& e- M et
N=diag(v1,...,Vq).

Preuve SY(2)=V (222, onaA(2) =Y'(2).Y (2 1 =V/'(2.V(2) 1+ 1V(2).(N+ NLz V).V (2)~1. Comme L est triangulaire
sugerieure,2NLz N est holomorphe (on a en effet que des termes duzyp¥ aveci < j doncv; > vj); A(z) a donc un ple
simple en 0. Nous admettrons kciproque.

Corollaire 1 Soit Ay la matrice des &sidus de A(z) en 0. Le nombre(A§ — N — L) est un entier positif; il est nul si et
seulement si A(z) a au plus ufllp simplea 'origine.

Preuve it Y(z)=V (2)2VZ-, une matrice fondamentale de solutions corresporiant base ad&gt de S.

TrN  TrL
7+7

d d
d—zlogdetY(z) = d—zlogdetV(z) + -

Nous remarquons aussi en testant sur les matrices diagonales, puis par un raisonnemenédgpidensit

d%logdetY(z) =Tr(Y(2Y(2" 1) =TrA(2)

I'examen du coefficient dé donneTr(Ag—N—L) =v(detV(2)).

4 Un contre-exemple dans le cas defes simples

4.1 Ladifficulté pour en trouver
4.1.1 Sionreste proche de I'identi

Cette @monstration est due au mathaticien russe I. Lappo—DaniIev?sle'n 1928. Il ckcrit les solutions du sysme (1)
explicitement giicea des éries polylogarithmiques.
Si on suppose A gromorphea n @les simples et holomorplEel'infini, le syseme sécrit plus simplement:

A=Yy % (4.2)

ou X est I'ensemble des rofes de A ety 45 Aq = 0.
On noteU le revetement universel d&’\= , eto son point base. Sok* 'ensemble des suites finiesed@ments de. On
définit alors par @currence les fonctiorls; surU, pourc € Z*, par:

1. Lg:=1 sio est vide,

2. Sioc=0a".a, on posd.¢(2) = [¥ LSL(S) du.

Pourg = (ay,...,dp), 0N POSAA; = Ag,, ... Ag,. Alors
Proposition 9
Y(2) = Z Lo(2)Ag
ocx*
est une matrice fondamentale de solutions de (1).
Preuve

1. On montre d'abord la convergence deéais:
IM € Rtel queva € %, ||Aq]| < M; 0n a
Y@< Y ILs(zMC < Z\‘( S Lo(2))M"
oeS(2) keN |o|=k
Or nous avons paécurrence ¥z/|z| < minja|; |Lg(2)] < 1:
1 /% du |Z|

— <llog(l—-—)l<—<1
ap| Jo 1—% [P




2. Elle vérifie la relationY’(z) = A(2)Y(2),
3. Y(0) = Iq.

On a donc poua € %, la matrice de monodromM estégaledY (0y) ol 04 est le transforr@ dand) deo paryy € nl(Sz\Z)
qui est un tour autour de.
Lorsquec = (a), on als(0g) = Ls(0) = O pourB # a, etlqs(0q) = 21. D'ol

Mo =lg+2MAa+ 3 Lo(0a)Aa
Card(o)>1

On en éduit que I'applicatiol®y — Mq est analytique, et que son application tangeriterigine est inversible. Le #oeme
d’inversion locale nous permet donc de conclure:

Théoreme 3 Les matrices M sont les matrices de monodromie d’'un syséa n pdles simples si elles sont suffisamment
proches de l'identé.

4.1.2 Sil'une des matrices est diagonalisable

C’est en fait la @monstration de Birkhoff que nousatudierons pas, mais nous retiendrons le fait que:

Théoreme 4 Dés que une des matrices;Mst diagonalisable, alors le prodine admet une solution, c’estire que il existe

A avec n ples simples telle que lesd\oient les matrices de monodromie aséesi

4.1.3 Silarepgsentation est ireductible

Récemment, Kostov et iggpendamment Bolibruch onéthonté:

Théoréme 5 Toute repésentation ireductible dam (S°\X) est la repésentation de monodromie d’un Systea pdles simples.

On deduit de cela que presque toutes les@&spntations sont la regsentation de monodromie d’'un sistea poles simples.
En effet, il y a beaucoup de reggentation iductible. Plus @acisement, on a:

Proposition 10 L'ensemble des repsentations ireductibles contient un ouvert dense de I'ensemble deéseptations dont
le compémentaire est de mesure nullesdque I'on a n=Card(Z) > 2.

4.2 Le contre-exemple

4.2.1 Rappel des notations

Le sysemeétudg esta singulariés égulieres :
Y (2) =A@y

ol A: z+— A(2) est meromorphe suf?, eta poles dans I'ensemblE. Poura € g, nous noteronsy > --- > vl la suite des
ordres eru; Ny est la matricaliag(vi, ..., vl). Aprés avoir choisi une base &4l'espace vectoriel des solutions), nous notons
Mg, la matrice de monodromie enetL, la matrice L correspondante que nous avions vu dé&tsde locale.
4.2.2 Untheoreme
Théoréme 6 Soitp : T (S?\Z) — Glg(C) une repésentation satisfaisant les hypaties suivantes :

1. p n'est pas iréductible

2. Chacune des matrices/\ une seule valeur propreyet un seul bloc de Jordan

3. HGEZUG 7’é 1
Alors p n’est pas isomorpha la représentation de monodromie d'un Sste diferentiela pbles simples

Pour cela on utilise le corollaire deetude locale pour obtenir:
Lemme 1 Onay s Tr(Ng +Lq) <0; avec le cas cégalite si et seulement si tous leSles de A(z) sont simples.

Preuve On utilise le fait quey 4z Ax = 0 et on somme le&sultat du corollairétabli dans Etude locale.



On peut donc donner laédhonstration du #oreme:Preuve On suppose par I'absurde gpes’identifiea la repésentation
de monodromie d’un syaime diférentiela pdles n simples du type (1). Soit S I'espace des solutioswet sous-espace non
trivial de S invariant pap, et p sa dimension (en effptn’est pas ireductible par hypotse).

Si on choisit une base de $ tes p premiers vecteurs forment une bas& galors les matricelsly s'écrivent:

wa—( "6 )

La matrice fondamentale de solutions correspondastgis'sous la forme:
_( YD =+
Y@= ( Uz) )

La matrice( Y(2) > étant de rang p car Y est inversible admet p lignegdirement indpendantes; en multipliait(z) a

U(2)
gauche par une matrice de permutation, on peut supposeteftigz) n’est pas identiquement nulle. La matrE’e(z)V(z)*1
est méromorphe sur le ré&tement universel d&?\Z, invariante par monodromie, atcroissance polyjimiale aux points de
%; elle provient donc d’'une matric&(z) méromorphe suf?. Y(z) est donc la matrice fondamentale de solutions duksyst
différentiel

Y (2 =A2)y(2). (4.3)

Ce sysktme esh singulariés Egulieres qui proviennent des points Het deX’, I'ensemble des &ros de déf(z). Cepen-
dant, aux points d&’, les solutions sont holomorphes &4g) I'est. La monodromie est donc triviale, et les ordres sont positifs
en ces points.

Soita € 2, la monodromie ea du syseme (3) et donge par la matricél,, d’apres la forme dévlg. Comparons les ordres
de (3) emx a ceux de (1); soitys, - .., yn), une base adape de S ew. Le sous-espace engedgras(ys,...,Yp) estS En effet,
commeMq a un unigue bloc de JordaBgest son unique sous-espace de dimenpistable. Or par éfinition de base adage,

Mq y est trigonale. On obtient donc une base de solutigps. .,y,) de (3) en supprimant les n-p degnés coordonges des
vecteursyy,...,Yp. Remarquons enfin que ((y)i) > va(yi) = Vil pha, ainsi les ordres de (3) envérifient (comme on I'avait

noté dans letude locale):
p p

PREPACTIED Y

Comme la matricéMy a une unique valeur propgg, Ly @ une unigue valeur propie= '02% (avec 0< O(Aq) < 1). Le
lemme nous fournit donc l&sie d'inégali€s suivante :

p p p
0> Vi + pha) + Vi > Vi 4 pAg) > P Vi £ Mg) =0
a;(i; o T PAa) 1§i<%[362’ B a;(i; o T PAa) nqé(i; a a)

La dernere irégali& exprime que la moyenne desg,, ..., v8) est sugrieurea celle degvy,...,vl) (onav} > --- > vl)
On céduit alors quesl = --- = Vi, pour touta € 3, ets ycs (Vi +Aq) = 0. En prenant 'exponentielle, il vieMges o = 1, ce
qui contredit la derréire hypotkse.

Exemple 3 Les hypotbses du thoreme imposent : & 4
Les trois matrices suivantes conviennent :

1100 3 1 1 -1 1 0 2 -1
0110 4 -1 1 2 4 -1 0 1
Mi=195 0112 |[M=| 0 o0 3 1 [W=| o0 0o -1 o
000 1 0 0 -4 -1 0O 0 4 -1

En effetMqMgM,=1.0On voit trivialement que ces matrices n'ont qu’une seule valeur propre (1;1 et -1) ; elles n'ont qu’un
seul bloc de Jordan. Ainsi, la régmentation der(S\{a,b,c}) définie par ces trois matrices ne pdiite €alie comme
repiesentation de monodromie d'un syiste diferentiel a ples simples.



5 Conclusion

Le "theoreme” de Birkhoff reste vrai dans le cagrgrique (presque toute reégsentation est ieductible et toute matrice,
diagonalisable suf€). C'est de & que provient la difficué a trouver un contre-exemple. On notera tout dé&ma qu’un
théoreme avec des contre-exemples esteresai pendant g@rs de 80 ans. Ceci illustéequel point les maimatiques sont un
art difficile, meme les meilleurs peuvent se tromper, et une erreur peut mesroagtemps étre corrige.
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